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Notations

S Un vecteur

®

X Un vecteur aléatoire (non-prévisible).

D Nombre de dimensions de S@(

Tk Laclasse k

k Indice d'une classe

K Nombre de classes

Mk Nombre d'exemples de laclasse k.

M Nombre totale d'exemples de toutes | es classes

Wk L'affirmation que Evennement E | Tk

p(wk)=p(ET Tx) Probabilité de rencontrer un membre de la classe k.
®
X Une observation (un vecteur aléatoire).
® ®
P(X) Fonction de dénsité pour la Probabilité d'une observation X
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L a Reconnaissance

L a reconnai ssance est une capacité fondamentale de I'intelligence et méme de lavie.
Pour lasurvie, il faut savoir reconnaitre les amis, les ennemies et lanourriture.

Reconnaissance : Lefait de reconnaitre, didentifier un objet, un ére commetel.
Identifier :  Reconnaitre un entité comme un individu

Classer : Reconnaitre un entité comme un membre d'une catégorie, ou d'une
clase.

Un ensemble est défini par un test d'appartenance.

La classification est un processus d'association un entité (un événement) a une classe.
L'entité est decrit par un vecteur des caractéristiques, produit par une observation.
L'affectation de I'entité a une classe est fait par un test, calculer sur le vecteur de
caractéristiques.

Caractérigtiques : (En anglais : Features) Signes ou ensembles de signes distinctifs.
Une ensemble de propriétés. { x1, x2 ... xp}-
10
. . . ® _ XzT
En notation vectorielle: X = =

Ty
o —

pd

®
Pour un vecteur de cara/gtéristique, X, un processus de classification propose une
estimation de la classe, wg

X1 —

X > > A
2 Class(x1 X9, ..., Xg) Wk

L es techniques de reconnai ssance de formes, statistiques fournissent une méthode pour
induire des tests d'appartenance a partir d'un ensemble d'échantillons.

L es classes peuvent étres définis par
extension : une liste compléte des membres
intention : une conjonction de prédicats.

par extension : Une comparaison d'une observation avec des membres connus de la

classe (des prototypes). Ceci correspond (grosso modo) a des méthode dite
"générative" de reconnaissance.
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Dans ce cas, la classification peut étre fait par comparaison avec les membre de la
Clase.

A . ® 8P _
Wk =arg-max{ Sm(Y , Xm)} pour tout k, m ou bien
Wi

. ® ®k
Wk =arg-min{ |IY ,X&I}  pour tout k, m
Wy

par intention : Conjonction de prédicats définis sur |es propriétés observées. Ceci
correspond (grosso modo) a des méthode dite "discriminative” de reconnaissance.

Génératives : Les techniques fondaient sur un modéle.
Discriminatives : Lestechniques fondaient sur des tests quelconques.

Lateste d'appartenance est une forme de partition de I'éspace de caracteristiques.

La classification se résume aune division de I'espace de caractéristique en partition
digoint. Cette division peut-étre fait par estimation de fonctions paramétrique ou par
une liste exhaustives des frontiéres.

Le critere est la probabilité conditionelle d'appartenance.

Wk A Proposition que I'evennement E T laclassek
p(wk) =p(E 1 Tk) Probabilité que E est un membre de la classe k.

®
Ayant une observation, X, lecritere de partition est la probabilité.
® o , . ®
p(wk | X)) =Pr(E | Tk etant donnée |'observation de X )

®
Wi = arg-max{ p(wk | X ) }
W

Cette probabilité est fournie par laregle de Bayes.

p(X | Wk ) P(Wid)
®
p(X)

pwk | X ) =
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L a Probabilité d'un Evénement.

La sémantique (ou "sens') de la probabilité d'un événement peut étre fourni par sa
fréquence d'occurrence ou par un systeme d'axiomes. L'approche fréquentielle a
I'avantage d'étre facile a comprendre. Par contre, elle peut entrainer les difficultés dans
I'analyse. La définition axiomatique favorise les analyses mathématiques.

Dans le deux cas, la probabilité est une fonction numérique, Prl [0, 1].
Le domaine de lafonction Pr() est les evennements, E.

Définition Fréguentielle.

Une définition "Frégquentielle’ de la probabilité sera suffisante pour la plupart des
techniques vues dans ce cours.

Soit M observations des événement aléatoire dont My appartiennent ala classe Ak.
La Probabilité d'observer un événement E de laclasse Ak est
p(El Ak)° Lim {'\|<I/r }
M® ¥
Pour le cas pratique ou M est fini, p(El Akx) » '\|<I/|k
Lavalidité (ou précision) de I'approximation dépend du nombre d'échantillons M.
Définition Axiomatique.

Une définition axiomatique permet d'appliquer certaines techniques d'analyse de
systémes probabilistes. Trois postulats sont suffisants:

Postulat 1: " AkT S: pElAk) 30

Postulat 2: p(El S) =1

Postulat 3 : A . A A

" Aj,Ajl Stelque AjC Aj=A: p(El AjE Aj) =p(El Aj) +p(El A)j)
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La probabilité delavaleur d'unevariable aléatoire

Pour x entier, tel quex T [Xmin, Xmax], on peut traiter chacun des valeurs possibles
comme une classe d’ événement.

Si lesvaleurs de x sont entiéres, tel quex 1 [Xmin, Xmax]
on peut estimer la probabilité a partir de M observations de lavaleur, { Xm} .

Pour estimer |a probabilité d'une valeur on peut compter le nombre d'observation de
chague valeur, x, dansune table, h(x).

L 'existence des ordinateurs avec des centaines de megabytes rendre des tables de
fréguence trés pratique pour lamise en cauvre en temps réel des algorithmes de
reconnaissance. Dans certains domaines, comme I'analyse dimages, par abus de
langage, un tel table sappelle une histogramme. Proprement dit, |'histogramme est
une représentation graphique de h(x)

Ainsi laprobabilité dunevaleur de X T [Xmin, Xmax] est lafréquence d'occurence
delavaeur. Avec M observations de lavaleur, X, on peut faire une table, h(x), de
fréquence pour chacun des valeurs possibles. On observe M exemples de X, { Xm} .
Pour chague observation on gjoute "1" a son entré dans la table.

"m=1,M : h(Xm):=h(Xm) +1;, M :=M+1,
h(x) est une table de fréquence pour chaque x T [Xmin, Xmax]-

Ainsi, on peut définir la probabilité d’ une valeur x par safréquence:
: 1
p(Xm=x)© Lim {; h(x)}
M® ¥
Quand M est fini, on peut faire appel al'approximation.

PX=X) » & h(x)

Lavalidité de |I'approximation depend du nombre de valeurs possible et de M.
En regle générale, on dit qu'il faut 10 exemples par cellule de I'histogramme.
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La Regle de Bayes

Soit un evennement "E". Soit deux tribus d'evennements A et B tel que certains
evennements sont common a A et aB.
E peut apparteniraA C Boua-A C BouaA C -Boua-A C -B

Soit deux propositions p et g.

PO°EI Aetq°EI B _
donc P(p)° Pr{EI A} etP(g)° Pr{EI B}.

Par axiome 2 de la définition des systémes de probabilités
P(a) + P(~q) = 1.
P(p Uq) est la probabilité "conjointe" dep et q.

Si p et g sont independentes

P(p Uq) = P(p) - P(q),
P(p Uq) =P(p) + P(Q).

On peut voir ca d'une maniere graphique :

A

1
P(=q)| P(=a) X P(p)| P(=a)XP(=p)

P(p) P(=p)

P(@)]| P(@)xP(p)| P(a)x P(=p)

P(p Uq) +P(p U—ICI) +P(—|p UCI) +P(—|p U—ICI) =1

Dans ce cas, les probabilités marginales sont

P(p)= P(pUqg) + P(pU-q)
P(g)= P(pUq) + P(-pUQq)

La probabilite conditionnelle de q étant donnée p secrit P(q | p)
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PpUq) _ P(p Uq)

PalP) ="y~ = RpUg) + PpU-q)
delaméme maniére:

_P(pUqg _ P(pUQ)
PP1A ="pg~ = PpUg) + P-pUQ)

Par algebre on déduire :
P(a|p) P(p) =P(pUaq) = P(p|a) P(a)
P(g|p) P(p) = P(p|a) P(q)

Ceci est une forme deregle de Bayes. On peut écrire :

Palp) = PR

P(q | p) est laprobabilité "conditionnelle" ou "postérieur”

d'ou
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Classification des Pixels par Ratio d'Histogramme

Un histogramme est une table de fréquence. Il peut fournir une estimation d'une
densité de probabilités. Pour x entier, tel quex | [Xmin, Xmax], On peut traiter
chacun des valeurs possibles comme une classe d’ événement.

Si lesvaleurs de x sont entiéres, tel quex 1 [Xmin, Xmax]
on peut estimer la probabilité a partir de M observations de lavaleur, { Xm} .

Pour estimer |a probabilité d'une valeur on peut compter le nombre d'observation de
chague valeur, x, dansune table, h(x).

L 'existence des ordinateurs avec des centaines de megabytes rendre des tables de
fréguence trés pratique pour lamise en cauvre en temps réel des algorithmes de
reconnaissance. Dans certains domaines, comme I'analyse dimages, par abus de
langage, un tel table sappelle une histogramme. Proprement dit, |'histogramme est
une représentation graphique de h(x)

Ainsi laprobabilité dunevaleur de X T [Xmin, Xmax] est lafréquence d'occurence
delavaeur. Avec M observations delavaleur, X, on peut faire une table, h(x), de
fréquence pour chacun des valeurs possibles. On observe M exemples de X, { Xm} .
Pour chague observation on gjoute "1" a son entré dans la table.

"m=1,M : h(Xm):=h(Xm) +1;, M :=M+1,

h(x) est une table de fréquence pour chaque x T [Xmin, Xmax]-
Aingl, on peut définir la probabilité d’ une valeur x par safréquence::

: 1
p(Xm=x)°  Lim {;; ()}
M® ¥
Quand M est fini, on peut faire appel al'approximation.
PX=X) » & h(x)

Lavalidité de I'approximation depend du ratio entre le nombre de Cellules, Q = N9, de
h(x) et le nombre d'echantillions, M.

® ®
L'erreur moyenne entre I\l/l h(C) et P(C) est Ems~ O( 3)

Pour que |'estimation soit "raisonable”, il faut assuré que M >>Q = Nd
En régle générale, on dit qu'il faut 10 exemples par cellule de I'histogramme.
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Example: Détection d'object par ratio d'histogramme de couleur
On peut utiliser les histogrammes avec laregle de Bayes pour detecter les objects.

Par example, construisons une histogramme pour le vecteur de chrominance (r,v).
. _ &10 . L
Lachrominance C = S est une signature pour |'object.

La chrominance peut étre définit par plusieur codages. Par example, pour la détection
du peau, il est fréquent de voir

_. _ R Y/
€1 =T = R+v+B €2 =V = R+V+B

Supposone qu'on code cj et c2 avec lesentiersentre 0 et N — 1

R G

On alloue un tableau 2D, h(cy, c2)., detailleN x N cdlulles.
(exemple Q =32 x 32 = 1024 cellules)

Pour chaque pixel CE): = C(i, j) dansI'image, on incrémente lacellule de
I'histogramme quii correspond a % : h((g:) = h(%) +1

c'adire h(cy, c2) :=h(cy, c) +1

®
Soit M Pixelsdans|'image. Un histogramme des chrominance, h(C) , desM pixels
dans une I'image donne leurs fréquences d'occurence.

® 1 ..®
P(C) » M h(C)
Considére unerégion W de Mg pixels du méme image correspondance al'objet O.
W ® .. ® ..
()1 W ho(C(i ) = ho(C(i))) + 1
. : ® . . _&0. . ® . 1 ®
Ensuite: pour tout pixel C(l,]):&lz(l,j): p(C] Objet)»l\/To ho(C)

Parce que W est dans|'image, la probabilité de rencontrer un pixel de W,

pW) = Mo

L 'histogramme permet d'utiliser laréegle de Bayes afin de calculer
la probabilité qu'un pixel corresponde a un objet.
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Pour chaque pixel C(i,j) p(objet | C) = p(C | objet) gf??g)

Soit M imagesdel x Jpixels. Ceci fatN=1x Jx M Pixels.
Sait h(r, v), I'nistogramme de tous les N pixels.
Sait ho(r, v), I'histogramme des No pixels de I'objet "o".

. M
p(objet) =1

p© = = h©)
p(C| objet) = ;- ho(©)
| Mo .
p(objet &) = p( & objet) PO = 1 oy M = (D
() M@

Par exemple, voici une image de la probabilité de peau fait par ratio d'histogramme de
r, v
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Caractérisation d'un région par moments
L es ensemble connexes de pixels sappelles les "blobs’.

On peut décrire une blob par une vecteur de caractéristiques "invariantes' a
I'orientation grace aux "moments’

Les moments sont invariants aux transformations affines.

Pour une fenétre (imagette) w(i, j) detailleN x M

Somme des Pixels S= _g./ll é_\llw(i, ),
I=1)=
Premiers moments :
1 MN 1 MN
m=3% a aw(j)i = < aawij)-j
S iS1j51 1T s S5

L e premier moment est le centre de gravité delaforme:
Deuxieme moment :

s2=1 & _é“l(w(i,j»-am)z

MN
sj2 = é a alw(l,J)-(|—n])2

I=1)=
MN
Sji2= 2, 8wl i-m(-m

Ceci permet de définir les"axes’, maeur, | 1 et mineur, | 2, delaforme
par analyse des composantes principales de la deuxieme moment

c. = £Si si?H
0 = SSijz SjZH
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Composantes principales

L es deuxiemes moments sont "invariants' al’ orientation

Lesaxes sont calculés par une analyse en composantes principales
delamatrice C. Il sagit detrouver une rotation, @, dans|'espace
de caractéristiques ® Cp ®T = A telles que A soit diagonae.

al 100 _ 2Cos(q) Sin(@)8
A = §01 25 telquel1>12 @ = & Sin(q) Cos(Q)p
CI)CPCI)T: A = ?0]](?2% PTPp =] = ge](')(:)Lg

_ ) el 106 &Cos(q) Sin(g)o
PCp®TO= ®Cp= AP = &qj,; &Sin(g) Cos()s

Leslignesdu & sont des vecteurs propres du C.
Lalongueur des axes majeurs et mineur est les valeurs propres de la matrice C.

g est I'orientation de I'axe "majeur” et | 1/1 2 est le rapport entre lalongueur et la
largeur.

| 1/1 2 est une caractéristique invariante de lataille et de I'orientation.

Q
rr] .

® - ..
Par exemple, X = « 1: est une vecteur de caracteristique pour les"blobs’".
A 2
q9d
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Histogrammes de Champs Réceptifs.

Cette méthode peut étre géneralise en remplacant la chrominance par une vecteur de
champs réceptifs. Maisil faut bien gerer laration Q/M !

Soit uneimage p(i,j) et une vecteur de"d" champs réceptifs %
V(ij) =<G, p(ij)> est un vecteur de caractéristiques de d dimensions.

®
h(V) aura Q =Nd

N\ d 1 2 3 4 5 6

2 21 22 23 24 2° 20

4 22 24 20 28 210=1Kilo |212=2Kil
8 23 26 29 212 215 213

16 24 26 212 216 220=1 Meg 224=4 M
32 2° 210=1 Kilo |21 220=1 Meg | 22° 230 =1Gi
64 26 212 218 224 230=1 Gig 2350

128 2/ 214 221 =2 Meg | 248 239 242=2Te
256 28 216 224 232=2Gig |20=1Tera| 2

Soit les champs receptifs achromatique

Gs = (Gy, Gy, Gxx, Grys Gyy)
d=5
ou chromatique avec normalisation de |'orientation et echelle :
(®3s,q = (Gx Gx, G@, Gxx GxLy Gk, Gx )
d=7.
On peut faire
® ® .
plobjet(ij) |V(ij) ) = PVE LoD plobjet)) Do)
p(V (i) htot(V(1.}))

sur condition de gerer M et Q.
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Rappd :

P(X=x) » = h(X)

Lavalidité de |'approximation depend du nombre de valeurs possible et de M.
En régle générale, on dit qu'il faut 10 exemples par cellule de I'histogramme.

On peut demontrer que |'ecart type moyenne de I'erreur est en proportion avec la
ration de le nombre de cellule de h(x), N, sur le nombre d'echantillions, M.

N
SMSE »

Quefaires lamasse d'exemple est insuffisante: M << N?
Quefaires x n'est pasentier ? 1l faut une fonction paramétrique pour p(X).

Lavalidité de |'approximation depend dunombre de valeurs possible et de M.
En regle générale, on dit qu'il faut 10 exemples par cellule de I'histogramme.

Quefaires lamasse dexemple est insuffisante: M < 10 (Xmax—Xmin) ?
Quefares x n'est pas entier ?
Dans ces cas, on peut faire appel a une fonction paramétrigue pour p(X).
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