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Notations
X Une variable
X Une valeur aléatoire (non-prévisible).
N L e nombre de valeurs possible pour x ou X
>@2 Un vecteur de D variables
®
X Un vecteur aléatoire (non-prévisible).

® ®
D Nombre de dimensionsde x ou X
E Une événement.
AB des classes d'événements.
Tk Laclasse k
k Indice d'une classe
K Nombre de classes
Wk L 'affirmation que Evennement E T Tk
Mg Nombre d'exemples de |a classe k.
M Nombre totale d'exemples de toutes | es classes

K
M= & Mg
k=1
h(x) Histogrammes des valeurs (x est entieres avec range limité)
hk(X) Histogramme des valeurs pour la class k.
K
h(x) = & hk(x)
k=1
Q Nombre de Cellules dans h(x). Q = ND
p(wk) =p(ET Tk) Probabilité que E est un membre de la classe k.
®
Y Lavaleur d'une observation (un vecteur aléatoire).
® ®

P(X) Densité de Probabilité pour X

® ® ® ®
p(X =x ) Probabilité g'un vecteur X prendre lavaleur x

® ®
P(X | wk) Densité de Probabilité pour X etant donné que w

K

® o ®
PX)=a p(X]|wk) p(wk)
k=1
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La Reqgle de Bayes

Soit un evennement "E". Soit deux tribus d'evennements A et B tel que certains
evennements sont common a A et a B.
Soit deux propositions p et g.

soit p°ET Aetg®°ET B
donc P(p)° Pr{ET A} etP(q)° Pr{ET B}.
A

1
P(=q)| P(=q) *P(p) [ P(=q) *P(-p)

P@) [ P(@«P@) | P P(-p)

k)

0
0 P(p) P(-p) 1

P(p)= P(pUQg) + P(pU-q)
P(g)= P(pUqg) + P(-pUq)

La probabilité conditionnelle de g étant donnée p sécrit P(q | p)

_P(pUQq) _ P(p UQq)
PalP) =gy " = PpUq) + P(p U-q)
de laméme maniere ;
_P(pUq) _ P(p U q)
PPIAD ="pg) ~ = P(pUQq) + P(=p Uq)

Par algebre on déduire :
PlpbUq) = P(a|p)P(p) =P(p|a) P(a)

Ceci est une forme de régle de Bayes. On peut écrire :

P ) = P(p Ipcg?)) P(q)

P(q | p) est la probabilité "conditionnelle" ou "postérieur"
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La régle de Bayes avec une ratio d'histogrammes.

On peut utiliser la regle de Bayes pour calculer la probabilité d'apartenance d'un
classe. Soit un vecteur de caractéristiques, X discrétestel quex T [Xmin, Xmax] , €t
une ensemble de classe wk.

p(X=X | wg )

p(wk | X=x) = P(X=x) P(Wk)
. Mg
probabilité de la classe w: p(wk) » ™M
probabilité conditionnellede X):  p(X=x | wi) » Nllk k()
Probabilité a priori de X : pOX=X) » n h(x)
ce qui donne:
+ hk(x)
—on _P(X=x] wg) Mk Mk hk(X)
PWk [ X=x) =775 =yy — P(WK) > 1 hx) M = h(X)
M

Cette technique peux également marcher pour les vecteurs de caractéristiques.

®
La histogramme est une table a D dimensions : h(x)

leez . ® ® ® 1 ®
probabilité conditionnelle de X : p(X =x | wk) » My hk(X)
ez e ® ® ® 1 ®
Probabilité a priori de X : p(X=x) » M h(x)
ce qui donne:
Mk 1 ®
® ® R = ®
© o _pX=x | wk) p(wK) v M K b
p(wk | X=x) = ® » 1 . =~
p(x) w heo) h(x)

Cette technique savére trés utile dans les cas ou il y a suffisemment d'échantillons
pour faire un histogramme valable. Par exemple quand on traite des images ou les
signaux.
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Exemple : Les statistiqgues de couleurs de la peau

Une image est une table de pixels.
Chaqgue pixel est une observation d'une scene, et donc, une variable aléatoire.
Il y a beaucoup des pixels dans lesimages (512 x 512 = 218 = 256 K pixels)

Les pixels d'une image couleur sont representé par 3 octets R, G et B avec (8 bits
par octets). Dans ce cas, chague pixel est une vecteur aléatoire.

®
X=(R, G, B)T
ou R, G, et B sont issue du [0, 255].

Pour un vecteur de caractéristique, on peut calculer une table a 3 dimensions.

®
Pour un image couleur, composé de (R, G, B), avec 8 bits par pixel, h(X) contient
2563 = 224 valeurs. Mais chague image contient 5122 = 218 pixels.
Si on suppose quil faut 10 exemples par cellulle, 1l faut 10 x 26 images = 640

Images pour une estimation valable de p(?( ) = I\l/l h(gbk) :

A 25 images per second, ceci est 25.6 seconds de videéo.

S on souhaite, on peut reduire le nombe de dimensions, en normaisant la
luminance.

On peut transformer le vecteur (R, G, B)T en luminance et chrominance.
Laluminance, ou intensité, L, est en proportion de cos(i) ou i est I'angle
entre la source et lanormale de la surface. Lachrominance, C1, C2 est une
signature pour |a reconnaissance.

Composant Lumieres
Speculaire
| N
Composant
Lambertian >4
ﬁ’\/ / ></ Surface
(o) o
O?/C> 0 O
° O O9o < Pigment

O o
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La composant "luminant" est déterminé par I'orientation de la surface.

La composant "chrominant” est déterminé par la composition de la spectre de la
source et le spectre d'absorbation des pigments de la surfaces. Si la spectre de la
source est constante, la chrominance indique I'identité de I'objet

Par exemple :

R G

L=RGB G =piGie @2 T ReG+B

R, G, B sont les entiers. Donc, C1, C2 sont issu d'une ensemble finit de valeurs dans
I'intervalle [0, 1]. On peut transformer C1, C2 en entier entre [0, N-1], par

R ~ G
RiGg ) @=Rond(N-pigp ).

c1 = Round (N -
Donc pour chaque pixel (i,)), @ = (Cq, C2)

On aura N2 cellulles de chrominances dans I'histogramme.
Par exemple, pour N=32, on a322= 1024 cellules aremplir est
il nous faut que M = 10 K pixels d'exemples. (Uneimage = 256 K pixels).

®
Dans ce cas, pour M observations p(X:§@<) » I\l/l h(>@2)

Un histogramme de couleurs, h()(?), de les M pixels dans une I'image donne une
approximation de la probabilité de chague couleur dansI'image.

® ® @ 1, 0
p(X) © p(X=x) » \; h(x)

Un histogramme des de couleurs d'un entité, A hA(><?), de les M p pixels dans une
région d'une image de I'objet, w(i, j), donne une approximation de la probabilité
de chaque couleur de I'objet.

® ® 1
pX|A) ° p(X=X |A)» 7 haX)
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Détection par ratio d"histogramme

L histogramme permet d'utiliser laregle de Bayes afin de calculer
la probabilité qu'un pixel corresponde a un objet.

P ob|et)
p(X)

Pour chaque pixel de chrominance ?((i, 1) : p(objet | x) = p(x | objet )

Soit N images de M pixels. Ceci fait M Pixels.
Soit h(cy, ¢2), I'histogramme de tous lesM pixels.
Soit ha(cy, €2), I'histogramme des M a pixels de l'objet "A".

M
p(clif) = A) =\ 2 p() » v h()

® 1
PX[A) » 3\, ha(X)

Ma
® ® p(A) 1 M
Donc  p(Alx) =p( x|A) 6" =\, ha(X) 1
p(x) *h(x)
®
® ha(X)
AlY)= —
P(A [Y) h@)
Il faut assurer que h(x) * 0! Pour celail faut que wa(i,j) 1 w(i,).

Ainsi, on peut créer une image de probabilité de |'objet.
En peut ensuite déterminer un seuil pour I’'image de probabilité.

ALK
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LLa Classification

® ®
Soit les événements E décrit par une vecteur de caractéristiques X : (E,X).
Soit K classesd'événements {Tx} ={T1, T2, ..., Tk}

La classification est un processus d'estimation de |'appartenance d'un événement a

- - 7 yd ®
une des classes Tk fondée sur les caractéristiques de I'événement, X.

X] — =

pop— —=-
2 Class(x1,Xp, ..., Xg)}

=>

Xg —

Wk = Decider(ET Tk)

Wk est laproposition que (ET Tk).
Lafonction de classification est composee de deux parties d() et gk():

M = d(g(X)).

g()%) : Unefonction de discrimination : RD ® RK
d() : Une fonction de décision: RK ® {wg}
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La Classification Bayesienne

La technique Bayesienne de Classification repose sur une fonction de vérité
probabiliste et |e régle de Bayes.

Dans un systéme de vérité probabilisté, la valeur de vérité de la proposition une
probabilité :

pwk) = p(ET Tk)

Le critére de décision est de minimiser le nombre derreur. Dans un systéme
probabiliste, ca revient de minimiser la probabilité d'erreur. Ceci est équivalent a
choisir laclasse le plus probable.

N

- ®
Wk = Decider(El Tg). = arg-mav>\<l {p(wk | X )}
K
®
Pour estimer |a probabilité nous utilisons les caractéristiques, X , de I'événement.

ConisdérelecasD =1 et K = 2. Dansce cas, le domaine d'X est un axe.
La classification est équivalente a une decoupage du domaine d'X en deux zones: Z1
etZ2.

N

W siXT Z1 et Wosi X1 Zo

A ZoneZ,

p(w, [x)
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La probabilité d'erreur est |la somme des probabilités de p(w2) en Z1 et
la somme de probabilité de p(w1 [X) en zone 2.

p(erreur) = @ p(wz | X) + & p(w1| X)
Z1 Zo

La minimum est atteint quand :

Donc  d(gk(X)) = arg-r\yvix{p(WkIX)}
Dans ce cas, nous avons utilise arg-max {p(wk | X )} en tant que fonction de
Wk

décision et gk(X) = p(wk | X) comme lafonction de discrimination

Les Variations Aléatoires des Caractéristiques

Les vecteurs de caractéristique porte une composante "aléatoire” avec (au moins)
deux origines:

1) Lesvariations des individus.
2) Le bruit des capteurs

1) Les variations des individus.

Laformation des vrais objets physiques est sujette aux influences aléatoires.
Pour les objets d'une classe, wk, |es propriétés des objets individuels sont,

les valeurs aéatoires. On peut résume ceci par une somme dune forme
- . N "® . Ve - . - - ®
"intrinseque” x plus cesinfluences aléatoires individuelles, B;.

® ® ®

X =X +B;j

L es plupart de techniques probabilistes de reconnai ssance supposent un bruit additif.
En notation vectorielle :

Ceci n'est pas strictement nécessaire. |ls existe de méthodes pour la bruit non-additif
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2) Le bruit des capteurs
(def.) Une observation : une constatation attentive des phénomenes.
Pour des machines, des observations sont fournies par |es capteurs.

Ceci donne une observation (un phénomeéne) sous forme dune ensemble de
caractéristiques: { Y1, Y2 ... Yp}.

1
o F1O
Y=g '+
ey g
®
L es observations sont corrompues par un bruit, Bo.

® ®
Y=X +Bp™ X +Bj+Bg

Le bruit est, par définition, imprévisible. Il est aléatoire.

Donc les caractéristiques observées sont des vecteurs al éatoires.

La corruption des observations par un bruit aléatoire est fondamentale aux capteurs
physiques.

®
Pour chague classe wk, la probabilité d'observé Y est fournie par laregle de Bayes.

®
owi |V ) = p(Y | vv(l;) P(Wk)
p(Y)

. ® ® ® : L ® ® @
SY =KX +Bp) estissu delaclassewg ayant caractéristique X =x +B;

Une Exemple - Le spectre observées par un satellite.

Une image satellite est composée de pixels s(X, y). Chague pixel compte le nombre
de photons issus d’ une surface carré de laterre (ex. 10 m2.).

Les photons sont captés au travers des filtres spectraux. Ceci donne un vecteur de
caractéristiques pour chaque pixel. Soit une région de végétation {blé, maize, etc}
®

X : Le spectre des pigments des feuilles pour une espéce.
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®
Bi : Les variations du spectre intrinseque dd aux variations dage ou

®
d'humidité. Bj est spécifique a un individu. Il ne change pas entre |les observations.
® ® ®
X =x +Bj: Le spectre des pigments des feuilles pour un individu
®
Bo : Les variations d'observations dues a l'angle du soleil et les effets de

filtrage de la lumiere par I'atmosphere (humidité, pollution etc). Ils sont présents
danstous les pixels.

X(1)

A
T
A yi)  ya()  ya0)=" yall)

I
>

Une image est une table de pixels, avec les positions sur leslignes (r pour "row") et

®
colonne (c). Un pixel, Y(cr), est un vecteur dentiers, y1, ..., yp. Chague
composant est I'intégral sur ¢, r et | (longueurs d'onde) d'une produit d un filtre
spectral avec le spectre regu sur larégion c,r.

ctdc r+dr | +dl

yd(C,y) = Quant{ 0 0O o X(c,r,l)-fq(l),dcdrd .}
C r I

Cest opération est réalisé par l'optique de la caméa. L'opération "Quant{}
numérise les valeursyq avec un pas"d" sur une plage entre O et Vmax.

Une classification est une estimation de la classe de végétations dominant, wg, pour

®.
larégion observée par le pixel apartir de le vecteur d'observation Y

A ®
W ?=Class{ Y }

Y1 —>

Yo — > —>
Class(y1.y2, - Y@)} W

Yg — >
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La Loi Normale

Lafonction paramétrique la plus utilisée est laloi Normale.

Quand les variables aléatoires sont issues d'une séquence d’ événements aléatoires,
leur densité de probabilité prend la forme de la loi normale, ‘)\f(m S). Ceci est
démontré par le théoreme de lalimite centrale. 11 est un cas fréquent en nature.

Laloi Normale décrit une population d'exemples { X} .

Les parametres de ‘J\f(m s) sont les premiers et deuxiéme moments de la

population.
On peut estimer les moments pour n’importe quel nombre d'exemples (M>0)
On peut méme estimer les moments quand il n'existe pas les bornes (X max—Xmin)

ou quand X est une variable continue.

Dans ce cas, p( ) est une "densité" et il faut une fonction paramétrique pour p().
Dans la plupart des cas, on peut utiliser Q\f(m s) comme une fonction de densité

pour p(x). ,
_(x=m<
p(¥)» N m s) = \/2_;3 € 2s2

N(x; ms)

Lebase"e" est : e=2.718281828....11 sagit du fonction tel que geX dx =eX

1 X : :
Leterme \/Eos sert anormaliser lafonction en sorte que sa surface est 1.

K

€ 2s2 dx=v2p s.

'|l< ot O O
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(x—)2
g2

La différence (x — m)2 est la "distance” entre une caractéristique et la moyenne de
I'ensemble { Xm}. Lavariance, s2, sert a"normaliser” cette distance.

Leterme d2(x)= est ladifference entre x et mnormalisée par la variance.

La différence normalisée par la variance est connue sous le nom de "Distance de
Mahalanobis'. La Distance de Mahalanobis est un test naturel de similarité
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La Loi Normale pour D =1

Lacas le plus simple concerne une seule caractéristique.
Avec met S 2, on peut estimer la densité p(x) par Q\f(x; m s)

L e
p(X) = pr(X=x) = Nx; m's) = N e~ 2s2

‘)\f(x; ms) alaforme:
4 N(x; ms)

] | A
] T X
ms m m+s

Lamoyenne est |e premier moment de la densité p(x).

m° E{X} = bp(x) X dXx
Lavariance S 2 est |e deuxiéme moment de p(x).

S20 E{(X-m2 = Op(x)-(x-m?2 dx
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La Loi Normale pour D > 1

®
Soit les événements E décrit par une vecteur de D caractéristiques X

®
Soit une ensemble de M événements, { Em} avec leurs caractéristiques. { Xm}
Cet ensemble est dit I'ensemble d'entrainement (training set)

1 M
mMy° E{xd} = M a Xdm
m=1

Pour le vecteur de D caractéristiques :

v o, ao &k
me E(X} =,\1,| a Xm =gmz+ - X2
m=

1 emd  &(Xp} o

®
Pour M observations { Xm}, la covariance entre les variables xj et x; est

<

1 o
ou Sij2 ° E{ (Xi—E{X})X-E{X}N} = & Xim—m)Xjm—m))
m=1
Ces coefficients composent une matrice de covariance. Cy

&3112 3122 81D2
C. = S212 S22 ... Sp? .
x= G . T
€spi2 sp2 ... spp2 9

En matrice en écrit :

X&
3@

S ® ® ®
Soit V=X -E{X} =

Cx® E{V VT}° E{[X -M(X-M
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® ~ -
Pour X entier, tel que pour chaque d | [1, D], Xd | [Xdmin, Xdmax] On peut
démontrer que

1 Xlmax XDmax @
my° E{xd =y a - a hx xd
X1=X1min  XD=XDmin

\

Pour x réel, My° E{xd} = 00 ...0 p(?() -xdds@(

Danstouslescas:

Pour D dimensions, la covariance entre les variables xj et X; est estimée a partir
®
de M observations { X m}

<

Sij2 © E{ (Xi—E{X})Xj~E(XD} = & (Xim = mm = 1) )
m=

Ces coefficients composent une matrice de covariance. C

Cx® E{[X - M(X - M} = E(X - E{X})(X — E{X})"}

3112 5122 51D2 O

C. o S22 S22 ... Sw?
X .
€sp2 sp2 ... spp2 P

®
Dans le cas d'un vecteur de propriétés, X, laloi normale prend laforme::

AX - M'cTHX - m)
® ® ® -2V T X -
p(X)=9\/EX; M,Cx ) = Dl 1 e

(2p)2det(Cx)2
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X1

/

m X2

D 1
Leterme (2p) 2 det(Cx)2 est un facteur de normalisation.

1@ ®7T _1.8 ®
P i Yoo S b
00 .0 € dX1dXz ... dXp = (2p)2

1
det(C)2

La déterminante, det(C) est une opération qui donne la"énergie" de C.

Pour D=2 det"é%g% = ab-cd
Pour D=3
za b cy
6 £ f £ ds & eg

= a(ei-fh)+ b(fg-id)+ c(dh-eg)
pour D > 3 on continue récursivement.

L'exposant est une valeur positive et quadrique.
: . 1@ 1 18 ® R
(si X estenmetre, 5 (X — M) 'Cx (X — M) esten métre2. )

Cette valeur est connue comme la"distance de Mahalanobis".
® ® ® 1 ® ®
(%)= 5 (X - M) S (X - )
Il sagit d'une distance euclidienne, normalise par la covariance Cy.

®
Cette distance est bien définie, méme s les composants de X n'‘ont pas les mémes
unités. (Ceci est souvent le cas).
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m £

équiprobabilité"

(&

Contours d'équi-probabilité

Laloi Normale peut étre visualisé par ses contoursd
\ 2

X1

>

®
Ces contours sont les contours de constant d2(X)

Lamatrice C est positif et semi-definite. Nous allons nous limiter au cas
ou C est positif et definite (C.-a-d. det(C)= |C|>0

sl xj et Xj sont statistiquement indépendants, sij2 = 0.

® ®
Soit les événements E décrit par une vecteur de caractéristiques X : (E,X).
Soit une ensemble a éatoire de M événements avec leurs caractéristiques.

®
Cet ensemble est dit I'ensemble d'entrainement (training set) { Xm}

Pour un vecteur de D caractéristiques :

. M g EXuUo
r®no E{X} :|\]}| é >(?m = gm— = QE{XZ}:
m=1 em?  &(Xp) o

® ~ -
Pour X entier, tel que pour chaque d | [1, D], Xd | [Xdmin, Xdmax] On peut
démontrer que

1 Xlmax XDmax @
my° E{xg =y a - a hx)xd
X1=X1min  XD=XDmin

\

Pour x réel, My° E{xd} = 00 ...0 p(?() -xdds@(
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® v -~
Danstouslescas: M= E{X} :9{*.2& _ (;E{XZ}:

Pour D dimensions, |a covariance entre les variables xj et Xj est estimée a partir
®
de M observations { X m}

) ®
Soit V=

Ces coefficients composent une matrice de covariance. Cy

S112 S122 ... S1p?
%322 3222 3232
Ck=¢ . LT
eSDl2 SD22 SDD2 a
1 M
ou Sij2 = ;& Xim=mXjm—m) )
m=1
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