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L a Classification Bayesienne

L atechnique Bayesienne de Classification repose sur une fonction de vérité probabiliste et
le régle de Bayes.

® ®
Soit les événements E décrit par une vecteur de caractéristiques X : (E,X).
Soit K classesd'événements {Tx} ={T1, T2, ..., Tk}

La classfication est un processus d'estimation de I'appartenance d'un événement a une
®
desclasses Tk fondée sur les caractéristiques de I'événement, X.

X1 — =

o p— — -
2 Class(x1,Xp, ..., Xg)}

=>

Xg —>

W = Decider(ET Tk)

\ est laproposition que (ET Tk).
Lafonction de classification est composee de deux parties d() et gk():

M = d(g(X)).

®
g(X) : Une fonction de discrimination : RD ® RK
d() : Unefonction de décision: RK ® {wk}

Dans un systéme de vérité probabilisté, lavaleur de vérité de la proposition une
probabilité :

piwk) = p(ET Tk)
Lecritére de décision est de minimiser le nombre d'erreur. Dans un systéme probabiliste,
carevient de minimiser la probabilité d'erreur. Ceci est équivalent achoisir laclassele

plus probable.

AN

W = Decider(ET TW). = argrmax {p(wk | X )}
k

®
Pour estimer la probabilité nous utilisons les caractéristiques, X , de I'événement.

10-2



Reconnaissance Baysienne Séance 10

ConisderelecasD =1 et K = 2. Dansce cas, ledomaine d'X est un axe.
La classification est équivalente a une decoupage du domaine d'’X en deux zones: Zj et

Z

M X1 Z1 et ps XT Zo

La probabilité d'erreur est la somme des probabilités de p(wy) en Z1 et
la somme de probabilité de p(w1 |X) en zone 2.

p(erreur) = & p(wz | X) + & p(wi | X)
Z1 Zo

Laminimum est atteint quand d(gk(X)) = arg-max{p(wk | X )}
Wk

Pour faire gk(X) nousalons utilitser :

®
1) Lerégle de Bayes ol | X) = T

P(X)
2) Laloi Normale:

p()=N(X;:MC)=— 51

(2p)2det(C)2

e 1 - Motk - m)
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Représentation de la Probabilité avec La L oi Normale

Une "Dénsit€" de probabilité (écrit "pdf" pour "Probability Density Function™)
est une fonction, g(X) represetnant |a probabilité pour une variables aléateoire, X
X1 [—¥,¥]tel que

¥
dx =1
_¥09(X) X

On écrit p(X) = g(X).

Quand les variables aléatoires sont issues d'une sequence d’ événements aléatoires, leur

densité de probabilité prend laforme de laloi normale, Mm s). Ceci est démontré par le
théoréme de lalimite centrale. 1l est un cas fréquent en nature.

L es parametres de Mm S) sont les premiers et deuxieme moments

des exemples. Donc, on peut les estimer pour n’'importe quel nombre d'exemples.
On peut méme estimer les moments quand il n'existe pas les bornes (X max—Xmin)
ou quand X est une variable continue.

Dans cecas, p( ) est une "densité" et il faut une fonction paramétrique pour p().

Dans laplupart des cas, on peut utiliser ‘J\f(m s) comme une fonction de densité pour
p(x).

(P
p(X)» Mx; ms) = \/2_:;8 e 2s?
N(x; ms)
y
= > x
mks mks
m

Lebase"e" est : e=2.718281828....Il sagit du fonction tel que OeXxdx = eX

Leterme \/2—1 sert anormaliser lafonction en sorte que sa surface est 1.
pS
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_(x-m2
€ 252 dgx=+2p s.

-I!I<ooom~ K

(x-m)?

Leterme d2(x)= est la distance x et mnormalisée par la variance.

Ladifférence (x —n)2 est |a"distance" entre une caractéristique et la caractéristique
"nominale"' duneclasse. Lavariance, s2, sert a"normaliser" cette distance.

Ladifférence normalisée par la variance est connue sous le nom de "Distance de
Mahalanobis'. La Distance de Mahalanobis est un test naturel de similarité

Estimations des moments d'une densité

Le premier moment : La Moyenne

Soit M observations d'un variable aléatoire, { X1, X2, ..., X3} ={Xm}
Lamoyenne est |’ espérance de { Xm} . .

Il sagit d'une somme sur M (le nombre exemples). Cette somme existe, méme quand
Xmin €t Xmax Nn'existent pas et quand X est réelle.

On note que dans e cas X est un nombre entier, on peut auss estimer la moyenne par la
table de fréquence. Lamasse d' un histogramme, h(x) est e nombre d'échantillons qui
composent I'histogramme, M.

Xmpax
M= a h()
X=Xmin

Pour X entier, tel que X T [Xmin Xmax] On peut démontrer que

Xmax Xmax
me E(X} =g & he)» @& pox
X=Xmin X=Xmin
M Xrpax
donc: m° E{X} =|%/| a Xm = I\l/l a hXx
m=1 X=Xmin
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Pour X continue:

me E{X} = Op(x)x dx

Le deuxiéme moment (La variance)

Lavariance s2 est le deuxiéme moment de |a densité de probabilité.
Pour un ensemble de M observations { Xm}

M

S2 ° E{(Xmm3 = & (Xm—m)?2
M m=1

Mais I'usage de mestimé avec le méme ensemble, introduit un biaisdans S 2 .

Pour I’ éviter, on peut utiliser une estimation sans biais.

M
N:|L a Xm—-m?2

52 =
'1m:1

Lequel est correct ? (lesdeux !)
Pour X entier, tel que X T [Xmin, Xmax] on peut démontrer que
Xpax
S2 = E{(Xmr2} = o7 @ he)(x—mp2
X=Xmin
Ceci est vral par ce que latable h(x) est faitede {Xm} .
Donc:

M X@ax
S2= L A(Xm-mM2= 5 a  hXx)Xx-m2
m=1 X=Xmin

Pour X réel on a

S20 E{(Xmm2 = Op(x)-(x-m2dx
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LaLoi Normalepour D=1

Avec met S 2, on peut estimer la densité p(x) par MX; ms)

N L 5T
=X) = = - - = - 2 2
pr(X=x) = p(x) (x;ms) N e  2s
Nx: ms) alaforme:

N(x; ms)

HE > x
mts mts
m

Lamoyenne est le premier moment de la densité p(x).
me E{X} = Op(x)x dx
Lavariance S 2 est le deuxiéme moment de p(X).

S20 E{(X-mZ = Op(x)-(x—m?2dx
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LaLoi Normalepour D > 1

Pour un vecteur de D propriétés

. M e 810  g&{X1} )
e E{X} =: & Xm= "2 g{?}
m=1 Bup 0 BE{ XD} O

® - -
Pour X entier, tel que pour chagued | [1, D], Xd! [Xdmin, Xdmax] On peut démontrer

que

X1gnax XDmax  ®
My° E{xq} = I\l/l a .. a hX xd
X1=X1min XD=XDmin

Pour x réel, My° E{xgt = 00 ...0 p(x) xqdX

Danstouslescas:

. 10 {x1}Q
m=g(x) = €0 = UL
0 : {Xn}ﬁ

Pour D dimensions, la covariance entre les variables x; et X est estimee a partir
®
de M observations { Xm}

Sij2 ° E{ (Xi—E{Xi} )Xj - E{X]})}

= L & im0 )
m=1

Et encore, pour éviter le bias, on peut utiliser :

M
a

'1m:inm_ M)Xjm—n) )

Sij2=

Ces coefficients composent une matrice de covariance. C
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Cx® E{[X - MX - M} = E(IX - E{X})(X - E{X})'}

112 S122 ... S1p% O
Cx o 8212 3222 82D2 B

SD12 SD22 SDD2

-

®
Dans le cas d'un vecteur de propriétés, X, laloi normale prend laforme:

1® ®@T -10® ®
® N® ® 1 e_z(x_m Cx (X_m)
p(X)="N(X;M,C) = D 1
(2p)2det(C)2
A / X1
/
/
/
= X2
D 1
Leterme (2p)2 det(C)2 est unfacteur de normalisation.
1® ® -1® ®
\a A —Q(X—mTCx (X—=m) D 1
00.0€E dX1dX2 ... dXp = (2p)2 det(C)2

La déterminante, det(C) est une opération qui donne la"énergie” de C.

aa bo

Pour D=2 dethdEj = ab—cd
Pour D=3
aa b co ) . .
2 fo af do ael ed
def+ = det ET9 . . . -
det gﬁi% adetg,'m+bdet%gz+c det%ghz
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= a(a-fh)+ b(fg-id)+ c(dh-eg)

pour D > 3 on continue récursivement.

L'exposant est une valeur positive et quadrique.
. .12 @ T .-18 @ .
(si X estenmétre, 5 (X — ) Cx (X — M) est en métre2.)

Cette valeur est connue comme la"distance de Mahalanobis'.
® ® ® -1 ® ®
()= 5 (X~ 1) "o (X - M)
Il sagit d'une distance euclidienne, normaliseé par la covariance Cy.

®
Cette distance est bien définie, méme s les composants de X n'ont pas les mémes unités.
(Ceci est souvent le cas).

Laloi Normale peut étre visualise par ses contours d™ équiprobabilité’

A X2
/c

Contours d'équi-probabilité

N

> X1

®
Ces contours sont les contours de constant d2(X)

Lamatrice C est positive et semi-definite. Nous allons nous limiter au cas
ou C est positive et definite (C.-ad. det(C)=|C|>0
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Formeen AlgebreLinéaire

® ®
Soit les événements E décrit par une vecteur de caractéristiques X : (E,X).
Soit une ensemble aléatoire de M événements avec leurs caracteristiques.

Cet ensemble est dit I'ensemble d'entrainement (training set) {?(m}

Pour un vecteur de D caractéristiques :

{X1} 0
_ gEX2 T
BE( X p} &
Soit V=X —E{X} = X—Mm

® ® ® @7
Cx° EH{V V }°EH[X-MX-N)}

Ceci peut etre exprimé en forme de matrice.

@ ® ®
Soit Vim= Xm— M

®
On peut faire une matrix V composé de M colones {Vm}

117 Vi2 ... Vam O
\V = Vo1 Voo ... VoM

Vp1 VD2 ... VDM

e
(DDDXDDDID:

oo,

U

- g: :
Cx °V V' estDxD. NotequeCm= V'V estdetailleM x M.
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TransformationsLinéaire

Latransformation linéaire d'une loi normale et une loi normale. Les moments d’ une
transformation linéaire sont |les transformations linéaires des moments.

X1 0 ai) O
® - COS( - ®
Soit un vecteur unitaire R = Dx2 += a2) + telque [[R]=1
2Dxn @ &cosap) O

®
Laprojection (transformation linéaire) de X sury est

y=R X.
Pour la covariance :
®T ® ®T ® T
sy2° E{(R° V(R V)}
®T ® ®T ® ®T ® T ®T ®
= HR V)V R)} car (R V) =(V R)
®T ® ®T. ®
= E{R (V V) R}
®T ® ®T. ® ®T ®
= R E{VV} R=R CR
La projection de la covariance est la covariance de la projection.

.. . ®T
La projection de lamoyenne et la covariance sur un axe, R donne une moyenne ny, et

. ) ) ®
variance, sy2 dansladirection R.

®T ® ®
ny =R m, sy2 =R CxR

o) = Ny; R m R cxR') = Ny my, 8y2)

L es moments d'une projection sont |es projections des moments.

T

my =E{p(y)} = R m sy2 = E{(p(y)-m)(py)-m)} =R’ CxR
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Fonctionsde Discrimination

X] —m=

Xo — ] -
2 Class(X1,X9, ..., Xq)}

=

Xd—}-

Lafonction de classification est composee de deux parties d() et gk():
®
Wk = d(g(Xx)).

®
g(X) : Une fonction de discrimination est une fonction RP ® RK
d() : Une fonction de décision: RK ® {wg}

%109 0
g(X) = Z(X) =
K(X)g

Etant donnée )C? , pour chagquek il existe une valeur de probabilité p(wk | X)

P(XIwi) |Wk)
P(X)

p(wk | X) = p(WK)

Dansle cas général lanombre minimum d'erreur est fait si wi est chois tel que

= ag max(ak(X)) = ag max{p(wmxn arg-max{ ("‘)
<P

p(wk)}

®
mais, comme P(X) est constant pour tous k,

= arg ma (PCX W) PO}
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: ® ® ®
Il suffit de I'evaluer P(X|wk), pour X=X

Séance 10

Dans cette forme la classificateur est une machine qui calcule K fonctions gk(%? ) suivie

d'une sélection du maximum.

Max

1
x1 g
X2
° 92
XN :
gK

Fonctions classiques :

PXwi) = N(X; Mk Ci)

ou encore

P(S@(|Wk) = néll_\llanM% ?n(n ,Ckn )
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